Analytische Geometrie:
Lagebeziehungen zwischen Ebenen

Die Situation

Fur die Lage zweier Ebenen e, und e, im Anschauungsraum R® gibt es drei Mdglichkeiten:
+ Echt parallel e, e,
* ldentisch e, =e, (die dann auch ,parallel*, aber eben nicht ,echt parallel* sind)
¢ Schneiden e, ne,=0g (Schnittgerade)

Der Algorithmus

Gegeben sind zwei Ebenen in Normalenform:

el:nlE(x—pl):O und ez:nZE(x—pz)=O
Gegebenenfalls wandeln wir eine Ebene aus |hrer Parameter in die Normalenform um:
e: x—a+)\D/+uD/v = n=vxw und e: n[(x a)—O
Falls: a =C Dh_; mit cOR \{O} (d.h. kollinear, linear abhangig, parallel)
Dann: (echt parallel oder gleich)
Punktprobe: P, O e1 oder P, 0O e2 durch
Einsetzen von X = p2 in e, oder X = p1 ine,:
Falls: » wahre Aussage*
Dann: e =e, (identisch)
Sonst : e, e, (echt parallel)
Sonst: Die beiden Ebenen schneiden sich in einer Schnittgeraden.

Falls wir die Existenz einer Schnittgeraden g gezeigt haben, berechnen wir diese wie Folgt:

Sind beide Ebenen in Normalenform gegeben, formen wir eine in ihre Parameterform um
(Hierzu bestimmen wir drei Punkte, die in die in der Ebene liegen — einer ist moglicherweise bereits als
Aufpunkt gegeben — und benutzen die Drei-Punkt-Form um zur Parameterform zu gelangen.)

Es seien nun: el:ﬁlt(i—al):o und e,: X = p, + ALV +pw.
Durch Einsetzen der rechten Seite von e, in e, (;) erhalten wir eine Gleichung in den

Parametern A und p, die wir nach einem der beiden aufldsen. Diesen setzen wir wiederum
in die Parameterform der Ebene e, ein und erhalten die gesuchte Geradengleichung.

Beispiele
4 -10
1. e:|-2|x+6 =0 und e,:| 5 |[[x-15 =0
-2 5
-10 4
Da| 5 | = -250-2], sind die Normalenvektoren der beiden Ebenen Vielfache
5 -2

voneinander. Daher sind die Ebenen mindestens parallel, eventuell sogar gleich.
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Zur Punktprobe ,basteln” wir uns ein Punkt A, e, der Ebene e; und setzen ihn in
die Gleichung der Ebene e; ein.

Mit  x,=x,=0 folgt 40 -20-2x,+6 = 0, also x;=3
Wir testen, ob A,(0/0/3) O e, durch Einsetzenin e,:
-10) (O
5 0/-15=0 - -10[0+5[0+5[3 =15 - 0+0+15 =15
5 3
Wir bekommen eine wahre Aussage, also ist A, (O/O/B)D e,.
Die beiden Ebenen sind also identisch: e =e,

Anm.: Ergabe sich eine falsche Aussage, so waren die Ebenen echt parallel.

2 4 1
e 4x,-5X,-%x;,-14 =0 und ez:;<: O|+pld-5{+vQ1
3 -4 -1
4 1
Die Normalenvektoren n? =|-5 und E =10 sind keine Vielfachen
-1 1

voneinander (E haben wir mit dem Kreuzprodukt der Richtungsvektoren berechnet).

Die Ebenen schneiden sich also in einer Geraden. Um diese zu berechnen,
setzen wir die Parametergleichung von e, in die Normalengleichung von e; ein.

4 2 4 1

-5/ |0|+ud-5|+v] 1| |-14 =0

-1 3 -4 -1
4 2 4 4 4 1

- =500 |+p0-5(0-5|+vU-5 1|-14 =0
-1) |3 -1) \-4 -1) (-1

-  (8+0-3)+pC16+25+4)+v{4-5+1)-14 = 0O

9 1
o 5+45[p+0lv-14 =0 o 451 = 9 o = — = =
H H H 45 5
Diesen Parameterwert setzen wir in die Parametergleichung der Ebene e; ein:
2 L 4 1 14/5 1
x:0+g—5+v1:—1+v1
3 . -4 -1 11/5 -1
14/5 1
Es ergibt sich die gesuchte Schnittgerade: gs: X =] -1 |+vO 1
11/5 -1
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